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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 1  

Т Е М А .  ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВИДА И ПАРАМЕТРОВ ЭМПИРИЧЕСКОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ. 

Цель занятия: изучение метода наименьших квадратов и его реализация в Excel и системе 
Mathematica. 

Задание: 

Для заданного варианта данных },{ ii yx , Ni ,1= , подобрать подходящую эмпирическую 

формулу ),...,,,( 21 maaaxϕ  и, используя метод наименьших квадратов, найти значения 

параметров с помощью: 
♦ решения экстремальной задачи 
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♦ решения системы линейных уравнений 
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♦ встроенных в вычислительные системы функций и возможностей. 
Провести анализ построенных зависимостей с помощью коэффициента детерминации 
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Порядок выполнения работы. 

I часть 

1. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

2. Сохранить файл (рабочую книгу) с именем MNK.xls. 

3. Добавить листы в рабочую книгу и переименовать их (Данные, Экстр_задача, СЛУ, 
Встр_функции), на каждом из которых выполняется соответствующий пункт задания. 

4. На листе Данные провести анализ данных и сформировать экстремальную задачу и вывести 
систему линейных уравнений. 

Рассмотрим пример:  

x 0,2 0,8 1,4 2,0 2,5 3,0 3,6 4,3 5,0 5,6 5,9 6,5 7,2 7,8 8,5 

y 3,9 6,1 7,5 8,5 7,9 7,4 6,8 6,0 6,7 7,8 8,5 10,0 11,6 12,3 12,3 

 



О с н о в ы  к о м п ь ю т е р и з а ц и и  т е х н о л о г и й  в  с и с т е м а х  а в т о м а т и к и  

 2 

Построив с помощью Excel график заданной зависимости, получаем:  

Экспериментальные данные задачи

0,0

2,0

4,0

6,0

8,0

10,0

12,0

14,0

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0

 
Графическое представление зависимости позволяет предположить, что зависимость может 
задаваться следующей формулой: 

)sin(xcxbay ⋅+⋅+=  

Экстремальная задача примет вид: 
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Определим составляющие системы уравнений: 
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Параметры искомой зависимости находятся из системы: 
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5. Выполним на соответствующих листах задание: 

Пример:  
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Замечание: Функция ЛИНЕЙН() является формулой массивов. При требовании вывода 
статистических данных (параметр статистика = ИСТИНА), результат есть диапазон 5 строк на 
m + 1 столбец, где m + 1 – количество параметров исследуемой зависимости. 
В выводимой функцией ЛИНЕЙН() таблице результатов представлены следующие значения: 

ma  1−ma  2−ma  … 1a  0a  

)( maσ  )( 1−σ ma  )( 2−σ ma   )( 1aσ  )( 0aσ  
2R  )(yσ  #Н/Д  #Н/Д #Н/Д 

Fрасч df #Н/Д  #Н/Д #Н/Д 
SSрег SSрасч #Н/Д  #Н/Д #Н/Д 

Здесь 

0a , 1a , …, ma  – параметры исследуемой зависимости; 

)( 0aσ , )( 1aσ , …, )( maσ  – стандартные отклонения параметров; 

)(yσ  – стандартное отклонение y; 
2R  – коэффициент детерминации; 

Fрасч – F-статистика;  
df – число степеней свободы; 
SSрег – регрессионная сумма квадратов; 
SSрасч – остаточная сумма квадратов. 

II часть 

6. Загрузить СКМ Mathematica: 
Сетевые приложения → Математика → Mathematica 

7. Сохранить файл с именем MNK.nb. 

8. Выполнить пункты задания: 
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Пример (в системе Mathematica 6.0): 

 

 

 
9. Сравнить ответы, полученные в вычислительных системах.  
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Варианты эмпирических формул и их графики: 

b
x

a
y +=  (гиперболическая зависимость) 

0>a  

 

0<a  

 
baey x +=  (показательная зависимость) 

0>a  

 
 

0<a  

 
 

bxay += )ln(  (логарифмическая зависимость) 

0>a  

 
 

0<a  
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bxay +=  

0>a  

 
 

0<a  

 
 

cxbxay +⋅+⋅= )cos()sin(  

 
cxbxay +⋅+⋅= )sin(  

0>a  

 

0<a  
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bxxay +⋅⋅= )sin(  

0>a  

 

0<a  
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bxay +⋅= )(arctg  

0>a  

 

0<a  

 



О с н о в ы  к о м п ь ю т е р и з а ц и и  т е х н о л о г и й  в  с и с т е м а х  а в т о м а т и к и  

 10 

Варианты данных: 

№ вар Данные 

1. x 0,1 0,3 0,5 0,9 1,3 1,8 2,0 2,5 2,7 3,0 3,2 3,5 4,0 4,2 4,3 4,4 4,9 5,3 5,6 5,8 

y -1,4 -1,0 -0,7 -0,3 0,1 0,3 0,6 0,7 0,8 1,1 1,0 1,2 1,4 1,6 1,6 1,7 1,9 2,0 2,2 2,3 
 

2. x -9,4 -9,3 -8,9 -7,6 -7,1 -6,4 -5,4 -4,1 -3,0 -1,1 -0,6 0,6 1,7 2,0 3,8 4,1 5,1 6,6 

y -12,6 -12,6 -12,8 -12,7 -12,5 -12,4 -12,5 -12,2 -11,7 -10,3 -9,0 -4,6 -2,7 -2,3 -1,5 -1,6 -1,4 -1,2 
 

3. x 0,1 1,0 1,6 2,2 3,1 3,5 3,7 4,2 4,9 5,1 5,3 6,0 6,6 7,3 7,4 7,5 8,2 8,9 9,3 

y -9,1 -3,8 -2,5 -1,9 -1,0 -0,9 -0,6 -0,3 0,0 -0,2 -0,2 0,5 0,7 0,8 0,6 0,8 1,1 1,2 1,3 
 

4. x -6,0 -5,2 -4,8 -4,5 -3,5 -2,8 -2,7 -2,5 -2,0 -1,0 -0,2 0,2 1,0 1,8 1,9 2,5 3,3 3,7 4,3 4,4 

y 9,3 9,6 9,5 9,9 10,2 10,9 10,7 11,3 11,7 15,3 42,1 -27,1 1,1 4,6 4,8 5,5 6,3 6,1 6,4 6,7 
 

5. x -4,8 -3,9 -3,2 -2,7 -1,8 -1,5 -1,0 -0,6 -0,1 0,1 0,7 1,0 1,7 2,7 2,9 3,7 3,8 4,8 5,3 6,0 

y 16,9 12,6 5,7 0,3 -6,2 -7,1 -7,1 -5,7 -2,9 -2,3 1,6 2,5 2,1 -4,9 -6,8 -15,3 -16,1 -21,7 -21,5 -18,3 
 

6. x -6,4 -6,2 -5,8 -5,3 -5,0 -4,4 -3,5 -3,1 -2,9 -2,4 -2,2 -1,5 -0,5 -0,4 -0,3 0,3 1,3 1,9 2,6 2,9 

y -3,0 -6,9 -13,9 -19,2 -20,4 -18,8 -9,0 -5,0 -2,9 0,0 0,3 -0,5 -4,5 -4,6 -5,1 -5,0 -1,2 0,6 -1,0 -3,1 
 

7. x -3,4 -3,3 -2,6 -2,0 -1,7 -1,1 -1,0 -0,2 0,6 1,4 1,5 2,2 2,3 2,5 2,9 3,0 3,1 3,5 3,9 

y 3,1 3,2 3,3 3,2 3,5 3,3 3,1 3,3 3,3 3,5 3,9 4,3 4,1 4,4 5,1 5,2 5,5 6,5 8,2 
 

8. x -5,0 -4,7 -4,0 -3,9 -3,5 -2,8 -2,7 -2,4 -2,3 -1,8 -1,1 -0,3 0,1 0,6 1,5 2,2 3,2 3,5 3,9 4,5 5,4 

y -9,5 -9,7 -9,8 -10,2 -10,3 -10,7 -10,8 -11,0 -11,2 -11,3 -13,2 -26,8 12,7 -0,9 -5,4 -6,4 -7,2 -7,2 -7,5 -7,5 -7,9 
 

9. x -5,0 -4,2 -3,6 -3,0 -2,4 -1,6 -0,4 0,2 0,8 1,2 1,8 2,6 3,4 3,8 5,0 5,4 5,8 6,6 

y 10,6 10,5 10,3 10,0 9,6 8,2 2,6 1,6 5,0 7,0 8,7 9,7 10,2 10,4 10,5 10,6 10,7 10,8 
 

10. x -5,7 -5,1 -4,8 -4,0 -3,5 -2,7 -2,4 -1,6 -1,3 -0,5 -0,1 0,4 0,6 0,9 1,2 1,9 2,9 3,2 3,5 

y 5,6 5,7 5,5 5,8 6,2 6,3 6,7 7,1 7,5 6,7 5,0 2,0 1,6 1,3 1,2 1,8 2,6 2,7 2,8 
 

11. x -4,5 -3,9 -3,0 -2,6 -2,1 -1,2 -0,7 0,2 0,8 1,1 2,1 2,4 2,9 3,0 3,4 3,8 3,9 4,2 

y -3,2 -9,9 -15,1 -14,2 -10,3 1,0 6,8 11,3 8,4 5,7 -6,5 -9,8 -13,9 -14,7 -15,0 -13,8 -12,9 -10,2 
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№ вар Данные 

12. x -4,0 -3,4 -3,0 -2,2 -2,1 -1,5 -1,1 -0,3 -0,2 -0,1 0,7 1,5 2,4 2,6 3,5 4,0 4,4 5,0 5,7 

y 1,8 1,7 1,7 1,4 1,2 0,8 0,3 -1,7 -1,8 -1,9 -0,6 0,9 1,4 1,5 1,7 1,8 1,9 1,9 2,0 
 

13. x -3,8 -3,2 -2,2 -2,0 -1,4 -0,9 -0,7 -0,3 0,7 1,5 2,0 2,9 3,7 4,6 5,4 5,9 6,1 7,0 7,8 8,3 9,3 

y 0,2 -2,1 -5,6 -5,7 -5,0 -3,2 -2,1 0,9 7,8 11,4 11,7 9,4 6,2 5,2 7,7 10,8 12,1 18,6 22,1 22,4 19,6 
 

14. x 0,1 0,7 1,2 1,8 1,9 2,9 3,7 4,6 4,7 5,2 5,5 6,2 6,3 7,0 7,6 7,7 8,0 8,1 

y 3,6 -0,4 -1,4 -2,0 -2,2 -3,3 -3,4 -4,2 -4,3 -4,3 -4,4 -4,7 -4,7 -4,8 -4,8 -5,2 -5,2 -5,1 
 

15. x -6,0 -5,5 -5,2 -4,3 -3,8 -3,3 -2,5 -1,6 -1,0 -0,4 0,2 0,3 1,0 1,3 2,2 3,2 3,8 3,9 4,3 4,6 4,8 

y -1,7 -1,8 -1,8 -1,5 -1,5 -1,5 -1,1 -0,2 1,1 3,5 4,0 3,8 1,1 0,2 -0,9 -1,3 -1,5 -1,5 -1,6 -1,6 -1,7 
 

16. x -8,0 -7,2 -6,6 -5,0 -3,9 -1,9 -1,6 -0,3 -0,2 1,5 2,6 3,1 3,7 4,0 6,0 6,8 7,8 9,7 11,2 

y 13,2 13,2 12,9 12,7 12,4 10,9 10,3 5,3 4,2 -3,6 -5,3 -5,5 -5,9 -6,0 -6,7 -6,7 -7,0 -7,0 -7,3 
 

17. x -4,4 -4,0 -3,3 -2,3 -1,3 -0,5 0,4 0,5 0,6 1,0 1,2 2,0 2,7 3,5 3,8 4,0 4,4 5,0 5,8 6,1 6,6 

y 25,2 18,8 5,9 -5,6 -3,4 2,1 2,4 2,1 1,3 -1,2 -2,5 -6,4 -2,6 9,5 15,2 18,8 25,1 28,0 17,1 8,9 -7,4 
 

18. x -3,9 -3,7 -3,4 -2,9 -2,7 -2,2 -2,0 -1,9 -1,4 -1,2 -0,9 -0,7 -0,3 0,1 0,5 0,6 1,0 1,4 1,7 2,0 2,2 

y 3,0 3,0 2,7 2,8 2,5 2,2 2,2 2,3 1,8 1,5 0,6 0,4 -0,8 -2,9 -5,9 -6,9 -11,6 -18,6 -26,2 -36,3 -44,9 
 

19. x -1,0 -0,1 0,5 0,9 1,9 2,7 3,0 3,4 4,2 4,8 5,1 5,2 5,4 5,5 6,2 6,9 7,4 7,5 8,2 8,6 

y -4,4 6,6 13,1 15,7 14,4 6,8 3,2 -1,6 -7,9 -7,5 -5,8 -5,0 -3,2 -2,5 6,7 13,4 16,1 16,3 14,5 10,9 
 

20. x -7,1 -6,7 -5,7 -4,9 -3,9 -3,3 -3,0 -2,3 -2,1 -1,2 -0,8 -0,4 0,1 0,8 1,3 1,4 2,3 2,7 3,6 

y 0,7 0,7 0,2 0,2 -0,1 -0,1 -0,3 -0,6 -1,0 -1,4 -1,2 -0,5 1,8 4,1 3,9 4,1 3,3 3,2 2,6 
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 2  

Т Е М А .  ТОЧНЫЕ И ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ (СЛАУ). 

Цель занятия: cформировать представление о точных и приближенных (итерационных) методах 
решения СЛАУ, выработать умения составлять и применять алгоритмы и программы для решения 
СЛАУ, дать навыки в использовании СКМ Mathematica для решения СЛАУ. 

Задание: 

В соответствие с вариантом решить СЛАУ: 
1) методом Гаусса; 
2) приближенным методом 

• простой итерации (Якоби), 
• методом Зейделя 

с заданной точностью ε; 
3) с помощью встроенной функции. 

Провести сравнительную характеристику результатов решения. 

Порядок выполнения работы (на примере, реализованном в системе Mathematica 5.1). 
Найти решение СЛАУ 









=+−
−=++

=−−

.53,4151,1255,749,4

,43,627,081,403,7

,33,1069,825,323,1

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

10. Загрузить СКМ Mathematica: 
Сетевые приложения → Математика → Mathematica 

11. Сохранить файл с именем SLAU.nb. 

12. Сформировать решение СЛАУ, используя точный (прямой) метод Гаусса с выбором главного 
элемента по столбцу. 
Краткие теоретические сведения о методе Гаусса. 
Прямой ход на k-ом шаге ( 1,,1 −= mk K ) 

• в качестве ведущего элемента расширенной матрицы ],[ bA  выбрать максимальный 

по модулю коэффициент kia ,∗  при неизвестной kx  в уравнениях с номерами 

mki ,,1K+= ; 

• выполнить перестановку уравнения, соответствующее выбранному коэффициенту с 

номером ∗i , и уравнения с номером k, чтобы главный элемент kia ,∗  занял место 

коэффициента kka , ; 

• провести преобразование расширенной матрицы jk
kk

ki
jiji a

a

a
aa ,

,

,
,,

~ ⋅−= , 

k
kk

ki
ii b

a

a
bb ⋅−=

,

,~
, mkji K,1, += ; 

• положить bbAA
~

,
~ ==  и перейти к следующему шагу. 

Обратный ход (сформировать решение СЛАУ): 
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1
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Реализация метода Гаусса в СКМ Mathematica. 
1) Создать программу MATRCHANGE[], осуществляющую выбор максимального элемента в 

столбце и перестановку соответствующих строк. 

 
 

2) Создать программу PREOBRMATR[], возвращающей расширенную матрицу системы, 
преобразованной к диагональному виду. 

 

 

3) Создать программу METGAUSS[],возвращающей решение системы линейных уравнений 
методом Гаусса. 
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4) Используя созданные программы сформировать решение заданной СЛАУ. Выполнить 
проверку. 

 

 
13. Сформировать решение СЛАУ, используя приближенные (итерационные) методы с заданной 

точностью ε. 

Краткие теоретические сведения о нормах матрицы. 
Выделяют следующие нормы векторов и подчиненные им норм матрицы 

Норма вектора Норма матрицы Функция в Mathematica 

∑
=

=
n

i
ixx

1
1 ||||||  ∑

=≤≤
=

n

i
ji

nj
aA

1
,

1
1 ||max||||  

1 - норма 
Norm[M,1] 

∑
=

=
n

i
ixx

1

2
2||||  ∑∑

= =
=≤λ=

n

i

n

j
jie aAA

1 1

2
,max2 ||||||||  

Здесь maxλ  – максимальное по модулю 

собственное значение матрицы TAA⋅ . 

2 - норма 
Norm[M] или Norm[M,2] 

евклидовая норма 
Norm[M,“Frobenius”] 

||max||||
1

i
ni

xx
≤≤

∞ =  ∑
=≤≤

∞ =
n

j
ji

ni
aA

1
,

1
||max||||  

∞ - норма 
Norm[M,Infinity] 

Общая схема решения СЛАУ итерационным методом. 
• Привести исходную систему (соответственно матрицу A  и вектор b ) к виду с 

преобладающими диагональными коэффициентами: 

bxAbxA
~~ =⋅⇒=⋅ , где njiaa iiji ,1,|,~||~| ,, =<< . 

• Получить преобразованную систему xCdxbxA ⋅+=⇒=⋅ ~~
 

nji
A

b
dCji

A

A
C

ii

i
iii

ii

ji
ji ,1,~

~
);0(,,~

~

,
,

,

,
, ===≠−= . 
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• Проверить условие сходимости итерационного процесса по какой-либо норме матрицы, 
согласованной с нормой вектора ( 1|||| <C ). 

• Определить критерий достижения заданной точности 
||||

||)||1(

C

C−ε=δ . 

• Вычислить значения итерационной последовательности (N – количество итераций): 

нулевой шаг dx =)0( , 

k-шаг итерации ( Nk ,1= ) 

(а) вычислить новый вектор )(kx  

метод простой итерации (Якоби) метод Зейделя 

,,1

,

;

;

)1(
,

)1(
22,

)1(
11,

)(

)1(
,2

)1(
22,2

)1(
11,22

)(
2

)1(
,1

)1(
22,1

)1(
11,11

)(
1

Nk

xCxCxCdx

xCxCxCdx

xCxCxCdx

k
nnn

k
n

k
nn

k
n

k
nn

kkk

k
nn

kkk

=













⋅++⋅+⋅+=

⋅++⋅+⋅+=
⋅++⋅+⋅+=

−−−

−−−

−−−

K

K

K

K

 

или 

NknixCdx
n

j

k
jjii

k
i ,1,,1;

1

)1(
,

)( ==⋅+= ∑
=

− , 

или 

NkxCdx kk ,1,)1()( =⋅+= − . 

,,1

,

;

;

)1(
,

)(
22,

)(
11,

)(

)1(
,2

)1(
22,2

)1(
11,22

)(
2

)1(
,1

)1(
22,1

)1(
11,11

)(
1

Nk

xCxCxCdx

xCxCxCdx

xCxCxCdx

k
nnn

k
n

k
nn

k
n

k
nn

kkk

k
nn

kkk

=













⋅++⋅+⋅+=

⋅++⋅+⋅+=
⋅++⋅+⋅+=

−

−−+

−−−

K

K

K

K

 

или 

.,1

,,2

;

;

)1(
,

1

1

)(
,

)(

1

)1(
,11

)(
1

Nk

ni

xCxCdx

xCdx

n

ij

k
jji

i

j

k
jjii

k
i

n

j

k
jj

k

=















=

⋅+⋅+=

⋅+=

∑∑

∑

=

−
−

=

=

−

 

(б) выполнить проверку окончания итерационного процесса ( δ≤∆k  ⇒ истина), 

вычислив норму вектора приращения Nkxx kk
k ,1||,|| )1()( =−=∆ − . 

• Сформировать ответ )(Nx . 

Реализация итерационного метода в СКМ Mathematica. 
1) Преобразовать СЛАУ к виду с преобладающими диагональными коэффициентами: 









=+−
−=++

=−−

,53,4151,1255,749,4:)3(

;43,627,081,403,7:)2(

;33,1069,825,323,1:)1(

321

321

321

ххх

ххх

ххх

⇒









=+−
−=−+−−

=+−++

.53,4151,1255,749,4:)3(

;29,5855,361,1531,1:)3()2()1(

;43,4509,499,575,12:)3()2()1(

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

2) Создать программу PREOBRITER[], осуществляющую преобразование СЛАУ к виду для 
осуществления итерационного процесса. 
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Таким образом, СЛАУ принимает вид 









++−=
−+−=

+−=

.31974,360352,035891,0

;73414,322742,008392,0

;56314,332078,04698,0

213

312

321

ххх

ххх

ххх

 
3) Создать программу METITER[], осуществляющую итерационный процесс для решения 

СЛАУ с заданной точностью. 

  
14. Сформировать решение СЛАУ, используя встроенные возможности СКМ Mathematica. 

 

 

15. Сравнить решения, полученные различными методами.  
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Варианты СЛАУ: 

 

№ 
вар 

СЛАУ 
№ 
вар 

СЛАУ 

1 













−=+−−−
=++−

−=−−+−
=+−−

4,211,124,03,42,1

8,65,0105,3

7,52,12,3105,0

2,144,36,01,26,7

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 11 













=+++−
−=++−−

=+−+−
−=+−

3,8
4

5,7
3

8,0
2

6,2
1

2,1

2,4
4

1,3
3

5,8
2

4,3
1

6,1

2,14
4

8,1
3

7,1
2

8,10
1

4,3

4,6
3

4,3
2

2,1
1

9,7

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 

2 













−=++−
=+++−

−=−−+
−=+−+

1,12101,43,3

1,171,11,97,01,5

4,63,31,12,92,2

1,81,28,37,01,8

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 12 













−=++−−
=++−

−=−++−
=−−+

3,11
4

5,7
3

8,1
2

1,2
1

2,1

3,22
4

4,2
3

2,10
2

7,2

5,6
4

7,2
3

4,1
2

8,8
1

6,1

3,18
4

1,2
3

2,0
2

8,1
1

8,6

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

3 













=+−−
−=+++−

=−++−
−=−++

7,5
4

10
2

8,0
1

2,1

6,11
4

8,1
3

6,8
2

2,1
1

5,0

4,8
4

2,3
3

5,1
2

7,7
1

1,1

3,13
4

5,1
3

2,1
2

4,3
1

2,8

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 13 













−=+−+−
−=+−−
−=−++

=++−

7,18,126,05,03,3

8,43,133,12,1

3,38,15,1101,2

1,128,12,27,27,8

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

4 













−=+−+−
=+−−

−=−+−
=+−+

7,1142,1134,326,215,0

2,631,1124,316,2

8,836,023,1215,4

4,1248,131,224,017,7

xxxx

xxx

xxx

xxxx

 14 













−=++−
=++−−

−=−++−
=−+−

7,1101,27,1

121,4103,21,1

152,22,1108,3

271,31,12,210

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5 













=+−−−
−=−+−−

=+−+−
−=+−

2,77,54,28,13,1

4,232,12,105,01,1

8,46,09,02,113,1

2,141,17,23,8

4321

4321

4321

421

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 15 













−=++−
−=+−+−

=−+−
−=+−+

8,22,73,38,0

2,101,2101,33,1

7,111,28,48,1

1,58,11,18,03,9

431

4321

421

4321

xxx

xxxx

xxx

xxxx

 

6 













−=++−
=++−−

−=−++−
=+−+

7,55,85,02,1

5,112,34,83,03,3

9,84,28,16,64,1

4,126,15,23,28,8

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 16 













−=+−+−
=−+−−
=++−
=−+−

8,8106,36,11,2

5,112,18,106,07,1

4,122,13,112,3

8,44,18,05,05,8

4321

4321

321

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

 

7 













−=+−−
−=−+−−

=−−+−
−=−++

83,102,11,1

214,16,108,04,3

141,18,02,114,0

7,214,12,16,05,9

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 17 













=++−−
−=+++−

=−−
−=−+−

4,9
4

10
3

4,1
2

8,2
1

2,1

9,8
4

9,1
3

5,9
2

8,1
1

2,3

2,6
4

2,2
3

3,3
2

10

1,17
4

2,2
3

8,1
2

1,3
1

3,8

xxxx

xxxx

xxx

xxxx
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№ 
вар 

СЛАУ 
№ 
вар 

СЛАУ 

8 













−=+−
−=−++−

=−−+−
−=−++

173,102,21,1

24,16,97,04,3

142,18,02,134,0

7,214,13,15,05,10

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 18 













=+−−−
−=++−
−=−−+−

=−+−

2,75,93,02,21,1

1,89,78,17,1

7,112,1102,5

1,26,07,18,210

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

9 













=+−−
−=−+−

=+−
−=++

7,12,43,01,1

2,91,27,103,3

1,88,07,29,6

124,03,02,9

431

431

432

421

xxx

xxx

xxx

xxx

 19 













−=+++−
−=++−−

=++−
=−+

2,14
4

10
3

8,1
2

5,3
1

5,1

3,8
4

4,2
3

4,11
2

8,0
1

2,1

2,14
3

6,3
2

6,12
1

1,1

4,4
3

3,0
2

3
1

8,5

xxxx

xxxx

xxx

xxx

 

10 













=++−
−=+++−

=+++−
−=−+

1,31,95,12,17,1

124,09,113,15,0

3,151,39,08,126,0

2,17,02,19,8

4321

4321

4321

321

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 20 













=++−
−=++−−

=−++−
−=−−−

3,31,83,18,1

137,09,82,14,0

181,45,08,137,0

2,23,18,02,210

432

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 3  

Т Е М А .  СРАВНЕНИЕ ЧИСЛЕННОГО И АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ. 
Цель занятия: сформировать представление о методах решения задачи Коши, развить навыки 
проверки полученных результатов с помощью СКМ Mathematica. 

Задание: 

В соответствие с вариантом решить дифференциальное уравнение 
),( yxfy =′  на отрезке ],[ ba  с начальным условием 0)( yay =  

1) с помощью встроенной функции для аналитического решения; 
2) с помощью встроенной функции для численного решения; 
3) численными методами: 

• методом Эйлера 
и  

• усовершенствованным методом Эйлера, 
• методом Рунге-Кутты (2-го порядка или 4-го порядка), 
• методом Адамса при заданном значении m (m = 1, 2, 3). 

Провести сравнительную характеристику результатов решения. 

Порядок выполнения работы (на примере, реализованном в системе Mathematica 5.1). 
Найти решение дифференциального уравнения 

)7.0cos(3)(2)( xxxyxy +−=′

 

на отрезке ]5.1,5.0[  с начальным условием 3.1)5.0( −=y . 

16. Загрузить СКМ Mathematica: 
Сетевые приложения → Математика → Mathematica 

17. Сохранить файл с именем DU1.nb. 

18. Сформировать аналитическое решение дифференциального уравнения в СКМ Mathematica с 
помощью функции DSOLVE[]. 

 
График аналитического решения: 
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19. Сформировать численное решение дифференциального уравнения в СКМ Mathematica с 
помощью функции NDSOLVE[]. 
Синтаксис функции 

NDSOLVE[eqns, y, { x, xmin, xmax}] 
где eqns – список из уравнения (уравнений) и начальных (краевых) условий; 
 y – функция (список функций), относительно которой ищется решение 

уравнения; 
 { x, xmin, xmax} – переменная, от которой зависит искомая функция, и границы её 

изменения. 

 
Графики аналитического и численного решения: 

 
20. Используя метод Эйлера, сформировать численное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющего начальному условию, на заданном отрезке при различном количестве 
разбиений n. 
Краткие теоретические сведения о методе Эйлера. 
По определению производная функции определяется соотношением 

x

xyxxy
xy

x ∆
−∆+=′

→∆

)()(
lim)(

0
. 

То есть 

)()()(
)()(

)( xyhxyhxy
h

xyhxy
xy ′⋅+=+⇒

−+≈′ . 

Поскольку ),()( yxfxy =′ , то из последнего выражения следует рекуррентная формула метода 
Эйлера первого порядка точности: 

K,2,1,0,),,( 11 =+=⋅+= ++ ihxxyxfhyy iiiiii  

Реализация метода Эйлера в СКМ Mathematica. 
1) Создать программу METEULER[], реализующий метод Эйлера для решения 

дифференциального уравнения. 
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2) Используя созданную программу сформировать решение заданного дифференциального 

уравнения  при n = 4, 8, 6 и 32. 

 

 

3) Построить графики аналитического и полученных методом Эйлера решений. 

 
21. Используя численный метод решения задачи Коши (в соответствии с вариантом), 

сформировать численное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 
начальному условию, на заданном отрезке при различном количестве разбиений n. 
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Рекуррентные формулы для реализации численных методов решения 
дифференциальных уравнений. 
Усовершенствованный метод Эйлера второго порядка точности 

K,2,1,0,

,~,
2

),,(
2

~

1

111

=+=








 +⋅+=⋅+=

+

+++

ihxx

y
h

xfhyyyxf
h

yy

ii

iiiiiiii  

Метод Рунге-Кутты второго порядка точности 

K,2,1,0,

)),~,(),((
2

),,(~

1

111

=+=

++⋅+=⋅+=

+

+++

ihxx

yhxfyxf
h

yyyxfhyy

ii

iiiiiiiiii  

Метод Рунге-Кутты четвертого порядка точности 

K,2,1,0,

),432221(
6

1

),3,(4,
2

2
,

2
3

,
2

1
,

2
2),,(1

1

1

=+=

+⋅+⋅+⋅+=

++⋅=






 ++⋅=








 ++⋅=⋅=

+

+

ihxx

kkkkyy

kyhxfhk
k

y
h

xfhk

k
y

h
xfhkyxfhk

ii

iiiiii

iiii
i

iii

i
iiiiii

 

Метод Адамса (m + 1) порядка точности 

K

K

,2,1,0,

)),,(),(),((

),(

1

,111,0,

0
,1

=+=

⋅α++⋅α+⋅α⋅+=

=⋅α⋅+=

+

−−−−

=
−−+ ∑

ihxx

yxfyxfyxfhy

yxfhyy

ii

mimimmiimiimi

m

k
kikikmii

 

Коэффициенты km,α  определяются в зависимости от m и от номера слагаемого 

K

;
8

3
,

24

27
,

24

59
,

24

55
:3

;
12

5
,

3

4
,

12

23
:2

;
2

1
,

2

3
:1

;1:0

3,32,31,30,3

2,21,21,2

1,10,1

0,0

−=α=α−=α=α=

=α−=α=α=

−=α=α=

=α=

m

m

m

m

 

Основной недостаток метода Адамса (m > 0) состоит в том, что на начальном шаге кроме 0y  

надо знать еще несколько значений K,, 21 yy  Для их определения используются другие 
численные методы (например, метод Рунге-Кутты). В данной работе для упрощения расчетов 
необходимые значения можно найти, используя точное аналитическое решение. 
Замечание. Для построения таблицы начальных значений можно воспользоваться встроенной 
функцией TABLE[]. 
Синтаксис функции 

TABLE[{ x, f(x)},  { x, xmin, xmax, ∆x}] 
где f(x) – табулируемая функция; 
 {x, f(x)} – вид представления результата; 
 { x, xmin, xmax, ∆x} – переменная, от которой зависит искомая функция, границы шаг 

её изменения. 
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Воспользуемся функцией RE[]  для выделения действительной части комплексной переменной. 

 
Выполнение работы в СКМ Mathematica. 
1) Создать программу METRESHDU[], реализующий численный метод решения 

дифференциального уравнения с заданным начальным условием на отрезке при заданном 
количестве разбиений n. 

2) Используя созданную программу сформировать решение заданного дифференциального 
уравнения при n = 10, 20, 40 и 100. 

3) Построить графики аналитического и полученных численным методом решений. 
22. Сравнить решения, полученные различными методами при различном количестве разбиений.  

Варианты: 

 

№ 
вар 

задача Коши 
№ 
вар 

задача Коши 

1 
]7.0,3.0[отрезок

,4.2)3.0(условиеначальное

),3.4cos(1.2)(2.5)( 2

−
−=−

−+=′
y

xxxyxy

 11 
]9.0,1.0[отрезок

,8.3)1.0(условиеначальное

),7.4cos(7.1)(2.5)(

−
=−

−−=′
y

xxxyxy

 

2 
]3.1,3.0[отрезок

,2.4)3.0(условиеначальное

),2.3cos(2.1)(1.4)(

−=
−+=′

y

xxxyxy

 12 
]4.1,4.0[отрезок

,8.1)4.0(условиеначальное

),7.3cos(9.1)(3.5)(

−=
+=′

y

xxxyxy

 

3 
]2.1,2.0[отрезок

,9.1)2.0(условиеначальное

),5.1cos(7.3)(2.5)( 2

−=
−=′

y

xxxyxy

 13 
]7.1,7.0[отрезок

,3.2)7.0(условиеначальное

),1.4sin(5.2)(7.1)(

−=
−−=′

y

xxxyxy

 

4 
]8.0,2.0[отрезок

,3.2)2.0(условиеначальное

),7.2sin(5.1)(4.3)(

−
−=−

−+−=′
y

xxxyxy

 14 
]1.1,1.0[отрезок

,7.2)1.0(условиеначальное

),4.2cos(1.4)(3.2)(

−=
−−=′

y

xxxyxy

 

5 
]8.0,2.0[отрезок

,3.2)2.0(условиеначальное

),7.3sin(5.4)(4.3)(

−
=−

−+−=′
y

xxxyxy

 15 
]4.0,6.0[отрезок

,4.5)6.0(условиеначальное

),7.2sin(4.3)(5.1)(

−
=−

−−=′
y

xxxyxy

 

6 
]7.1,7.0[отрезок

,2.3)7.0(условиеначальное

),7.4cos(1.2)(7.3)(

−=
−=′

y

xxxyxy

 16 
]3.0,7.0[отрезок

,4.3)7.0(условиеначальное

),7.6cos(2.1)(8.4)( 2

−
−=−

+−=′
y

xxxyxy

 

7 
]1.1,1.0[отрезок

,5.1)1.0(условиеначальное

),8.1sin(2)(8.2)( 2

−=
−=′

y

xxxyxy

 17 
]5.1,5.0[отрезок

,4.2)5.0(условиеначальное

),4.3sin(1.5)(1.2)(

−=
−−=′

y

xxxyxy
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№ 
вар 

задача Коши 
№ 
вар 

задача Коши 

8 
]7.1,7.0[отрезок

,1.1)7.0(условиеначальное

),1.2sin(1.3)(7.2)( 2

−=
−−=′

y

xxxyxy

 18 
]4.1,4.0[отрезок

,3.5)4.0(условиеначальное

),7.2sin(1.4)(2.6)(

=
−−=′

y

xxxyxy

 

9 
]9.0,1.0[отрезок

,2.3)1.0(условиеначальное

),2.2cos(7.4)(4.3)(

−
−=−

+−=′
y

xxxyxy

 19 
]7.0,3.0[отрезок

,2.4)3.0(условиеначальное

),2.3cos(5.5)(3.4)(

−
=−

−=′
y

xxxyxy

 

10 
]2.1,2.0[отрезок

,1.2)2.0(условиеначальное

),4.1sin(1.3)(5.2)(

−=
+−=′

y

xxxyxy

 20 
]3.1,3.0[отрезок

,5.2)3.0(условиеначальное

),7.3sin(5.4)(7.2)( 2

−=
+−=′

y

xxxyxy
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 4  

Т Е М А .  ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ. 

Цель занятия: изучить метод шагов для решения дифференциальных уравнений с 
запаздывающим аргументом. 

Задание: 

В соответствие с вариантом найти численное решение дифференциального уравнения с 
запаздывающим аргументом 

,0)),(),(,()( >−=′ hhtytytfty  на отрезке ],[ ba , 

где на начальном множестве atha ≤≤−  задана функция )()( 0 tty ϕ= . 

Порядок выполнения работы (на примере, реализованном в системе Mathematica 6.0). 
Найти численное решение дифференциального уравнения с запаздывающим аргументом 

))1(cos()(2.0)( −+=′ tytyty  на отрезке ]5.2,0[ , где ]0,1[,
1

1
)(

2
−∈

+
= t

t
ty . 

23. Загрузить СКМ Mathematica: 
Сетевые приложения → Математика → Mathematica 

24. Сохранить файл с именем DUz.nb. 

25. Сформировать численное решение дифференциального уравнения в СКМ Mathematica с 
помощью метода шагов. 
Краткие теоретические сведения. 
Рассмотрим простейшее дифференциальное уравнение с запаздывающим аргументом или 
дифференциально-разностное уравнение, т.е. уравнение вида 

,0)),(),(,()( >−=′ hhtytytfty  (1) 
в котором )(ty  – неизвестная функция от независимого аргумента t,  
 h –запаздывание. 
Таким образом, в уравнении (1) значение производной неизвестной функции в момент t 
определяется не только тем как ведет себя сама функция в этот момент (как это было в 
обыкновенных дифференциальных уравнениях), но и тем как она вела себя в предыдущий 
момент t – h (h единиц назад). 
Решением дифференциально-разностного уравнения (1) на отрезке ],[ ba  ( hab >− || ) 
называется функция )(ty , определенная на более широком отрезке ],[ bha − , обращающая 
уравнение (1) в тождество относительно ],[ bat ∈ . Необходимость рассматривать более 
широкий отрезок связана с тем, что если считать функцию )(ty  определенной лишь на отрезке 

],[ ba , то невозможно проверить выполнение уравнения (1) при at = , а также близких к a 
значениях. Например, при at =  уравнение (1) записывается в виде 

))(),(,()( hayayafay −=′ . 
В правую часть этого уравнения входит в этом случае неопределенная величина )( hay − . 
При таком определении понятия решения наблюдается аналогия с обыкновенными 
дифференциальными уравнениями: решение уравнения (1) на отрезке ],[ ba  при естественных 
ограничениях однозначно определяется своими значениями на отрезке ],[ aha − . 
Сформулируем более точно данное утверждение. 
Начальной задачей (или задачей Коши) для дифференциально-разностного уравнения (1) 
называется задача о нахождении решения )(ty  уравнения (1), совпадающего на отрезке ],[ aha −  

с заранее заданной функцией )(0 tϕ , т.е. задача о нахождении определенной на ],[ bha −  функции 

)(ty , удовлетворяющей условиям 

],,[)),(),(,()( bathtytytfty ∈−=′  (2) 
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].,[),()( 0 ahattty −∈ϕ=  (3) 

Теорема: если функция ),,( zytf  непрерывна и удовлетворяет по второму аргументу условию 
Липшица: 

|||,,(),,(| 2121 yyLzytfzytf −≤−  

а функция )(0 tϕ  непрерывна на отрезке ],[ aha − , то решение задачи (2), (3) существует и 

единственно на любом промежутке ],[ ba . 
Доказательство этой теоремы существования и единственности основывается на так называемом 
методе шагов. Суть его заключается в следующем: 
Шаг 1. Найдем решение задачи (2), (3) на отрезке ],[ haa + .  

Если ],[ haat +∈ , то ],[ ahaht −∈−  и в силу условия (3) )()( 0 hthty −ϕ=− . Поэтому 

уравнение (2) при ],[ haat +∈  эквивалентно обыкновенному дифференциальному уравнению 

)).(,())(),(,()( 10 tytfhttytfty
def

=−ϕ=′  (4) 

Очевидно, функция ))(,(1 tytf  удовлетворяет условиям теоремы Коши и поэтому уравнение (4) 

имеет на отрезке ],[ haa +  единственное решение )(1 tϕ , удовлетворяющее начальному условию 

)()( 0 aay ϕ=  

Тогда функция 





+∈ϕ
−∈ϕ

=
],,[),(

];,[),(
)(

1

0

haatt

ahatt
ty  

является решением задачи Коши (2), (3) на отрезке ],[ haa + . 
Шаг 2. Определим решение задачи (2), (3) на отрезке ]2,[ haa + . 
Для этого достаточно заметить, что её решение  
а) на отрезке ],[ haa +  совпадает решением )(ty , полученным на шаге 1, 

б) на отрезке ]2,[ haha ++  совпадает с решением )(2 tϕ  задачи Коши 

).()()),(),(,()( 11 hahayhttytfty +ϕ=+−ϕ=′  
Таким образом, функция 









++∈ϕ
+∈ϕ

−∈ϕ
=

],2,[),(

];,[),(

];,[),(

)(

2

1

0

hahatt

haatt

ahatt

ty  

является решением задачи Коши (2), (3) на отрезке ]2,[ haa + . 

Продолжая шаги, формируем решение )(ty  задачи (2), (3) двигаясь вправо, пока на некотором 
шаге k значение ],)1([ hkahkab ⋅+⋅−+∈ . На этом шаге задача Коши решается на отрезке 

],)1([ bhka ⋅−+ . 

Реализация решения задачи в СКМ Mathematica. 
1) Последовательно выполнить шаги метода, используя для решения задачи Коши функцию 

NDSOLVE[]. Для каждого шага представить график решения. 
Шаг 1. Найти численное решение )(1 ty ϕ=  обыкновенного дифференциального уравнения 












+−
+=′

1)1(

1
cos)(2.0)(

2t
tyxy  на отрезке ]1,0[  с начальным условием 1)0( =y . 
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Шаг 2. Найти численное решение )(2 ty ϕ=  обыкновенного дифференциального уравнения 

))1(cos()(2.0)( 1 −ϕ+=′ ttyxy  на отрезке ]2,1[  с начальным условием )1()1( 1ϕ=y . 

 

 

 
Шаг 3. Найти численное решение )(3 ty ϕ=  обыкновенного дифференциального уравнения 

))1(cos()(2.0)( 2 −ϕ+=′ ttyxy  на отрезке ]5.2,2[  с начальным условием )2()2( 2ϕ=y . 
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2) Сформировать решение )(ty  дифференциального уравнения на заданном отрезке ],[ ba  и 

построить график функции. 

 

 
Варианты: 

 

№ 
вар 

задача с запаздывающим аргументом 

1 
)1ln()()( 2))1(cos( tetyty ty +−+=′ −  на отрезке ]6.3,1[− , 

где ]1,2[,3)( −−∈+= ttty  

2 2.4

)1ln(
)3())(sin)(cos(1.2)(

2
2 ++−−+=′ t

tyttyty  на отрезке ]5.11,2[− , 

где ]2,5[,
2

1
)(

2

−−∈+= t
t

ty  
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№ 
вар 

задача с запаздывающим аргументом 

3 7.4

)1ln(
)2()2)(cos(2.5)(

2
2 ++−−+=′ t

tytyty  на отрезке ]5.8,1[− , 

где ]1,3[),1sin()( 2 −−∈+−= tttty  

4 7.4

1
))2(4sin(1.3)4.2))((ln(cos)(

2
2 ++−−−+=′ t

tytyty  на отрезке ]5.10,1[ , 

где ]1,1[),1sin(1)( −∈−+= ttty  

5 2
)2)1(cos(4))(7.2(sin3)(

1
2

+
−+−+−=′

+te

t
tytyty  на отрезке ]4.3,1[− , 

где ]1,2[),1cos()( −−∈+= ttty  

6 
















 +++
+

⋅−=′
8.7

1
cos)(sin

1.3)(

))(sin()1(
)(

2
2

2

t
tt

ty

tyty
ty  на отрезке ]9.2,2[− , 

где ]2,3[,1)( 2 −−∈−= ttty  

7 2.1

7.4
))2(sin()(3.1)(

1
2

+
−+−−=′

−te

t
tytyty  на отрезке ]9.11,3[ , 

где ]3,1[,3)( ∈+= ttty  

8 
4 23.115.0)2)1(cos(3))(1.4sin(2)( ttytyty +++−−−=′  на отрезке ]8.5,1[ , 

где ]1,0[),sin()( ∈= ttty  

9 
)1ln())(cos())(sin(2)3()( ttytytyty ++++−=′  на отрезке ]11,2[− , 

 где ]2,5[,01.1)sin()( −−∈+= ttty  

10 
3

3.1
))2(cos())1)(ln(1sin()( 2

+
+−−++=′

te
tytyxy  на отрезке ]7.8,0[ , 

где ]0,2[,
1

)(
2

−∈
+

= t
t

t
ty  

11 3)sin(2

)cos(5
)2(1)(1.0)( 2

+
+−++−=′

t

t
tytyty  на отрезке ]5.10,2[ , 

где ]2,0[,)( ∈= − tety t  

12 3

1
))2(cos())(sin()(

+
+−+=′

t
tytyxy  на отрезке ]9,0[ , 

где ]0,2[,1)( 2 −∈+= ttty  

13 
)cos(7

)1(

3
))(1.02ln()(

4
2 t

ty
tyty +

−
++=′  на отрезке ]7.2,2[− , 

где ]2,3[,)( −−∈= ttty  
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№ 
вар 

задача с запаздывающим аргументом 

14 1.3)1cos(

)2sin(
)3(4.1)1)(cos(4.2)( 2

++
−−−++−=′

t

t
tytyty  на отрезке ]7.12,1[− , 

где ]1,4[,)( 2 −−∈=
−

tety
t

 

15 2

1
)2())cos()(sin(3)(

2 +
+−++=′

t
tyttyty  на отрезке ]5.8,0[ , 

где ]0,2[,
2

)(
2

−∈= t
t

ty  

16 35.4
)1)((cos)(

2
1)1(2

+
+−+=′ +−

t

t
etyty ty  на отрезке ]6.1,3[− , 

где ]3,4[),1sin()( −−∈−= ttty  

17 1

)sin(
)4.3)2(cos()1)(ln()(

2
2

+
++−−+=′

t

t
tytyty  на отрезке ]3.11,2[ , 

где ]2,0[),sin(2)( ∈+= tttty  

18 
)1cos()2())(sin(

1.0)(

)(
)(

2
−+−+

+
=′ ttyty

ty

ty
ty  на отрезке ]6,3[− , 

где ]3,5[,0)( −−∈= tty  

19 8.2

3)1ln(
)1)1(sin())((cos5.4)(

2
2 ++++−−+=′ t

tytytty  на отрезке ]6.4,0[ , 

где ]0,1[,1)( 2 −∈−= ttty  

20 5
)3()3)(sin(6)(

2
2

+
−−+−−=′

t

t
tytyty  на отрезке ]5.16,3[ , 

где ]3,0[,)( ∈= ttty  
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 5  

Т Е М А .  МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ. 
Цель занятия: изучить метод конечных разностей для решения краевой задачи с граничными 
условиями первого рода, используя для решений системы разностных уравнений метод прогонки. 

Задание: 

В соответствие с вариантом найти численное решение дифференциального уравнения 
)()()()('' tftytpty =−  на отрезке ],[ ba  

с закрепленными концами β=α= )(,)( byay . 

Порядок выполнения работы. 
Найти численное решение дифференциального уравнения  

4.0)5.1sin(2)()7.1()('' 2 +−=+− ttytty  на отрезке ],0[ π  
с закрепленными концами 4)(,1)0( =π−= yy . 

Краткие теоретические сведения. 
Рассмотрим следующую краевую задачу 

β=α=∈=⋅− )(,)(];,[),()()()('' byaybattftytpty . (1) 

Здесь βα< ,),(, baba  – заданные числа, )(tp , )(tf  – заданные функции, причем 0)( <tp , 
],[ bat ∈ . 

Используя конечноразностное соотношение 

)(
)()(2)(

)('' 2
2

h
h

hxyxyhxy
xy Ο+++−−=  

перейдем от непрерывной задачи (1) к дискретной задаче, построенной на сетке узлов 

nihiaxi ,0, =⋅+= , где 
n

ab
h

−= . 

В результате получим систему линейных алгебраических уравнений: 









β=
−==++−

α=

−+

.

;1,1,)2(

;
2

1
2

1

0

n

iiiii

y

nifhyyphy

y

 (2) 

где )(),(),( iiiiii xffxppxyy ==≈ . Систему (2) можно записать в матричном виде 

byA = , (3) 

где 



























+−

+−
+−

=

−

1000000

1)2(10000

0001)2(10

00001)2(1

0000001

1
2

2
2

1
2

K

K

K

K

K

K

nph

ph

ph

A , ,

1

2

1

0



























=

−

n

n

y

y

y

y

y

y
K

 



























β

α

=

−1
2

2
2

1
2

nfh

fh

fh

b
K

. 

Поскольку матрица A – трехдиагональная матрица, то для решения системы (3) наиболее 
эффективным является метод прогонки. Данный метод позволяет найти решение системы (3) по 
формулам: 

0,1,,2,1,

,

111 K−−=+⋅=
β=

+++ nniDyEy

y

iiii

n , (4) 

где 



О с н о в ы  к о м п ь ю т е р и з а ц и и  т е х н о л о г и й  в  с и с т е м а х  а в т о м а т и к и  

 32 

1,,3,2,
2

,
2

1

;,0

2

2

121

11

−=
−+

−=
−+

=

α==

++ ni
Eph

fhD
D

Eph
E

DE

ii

ii
i

ii
i K

 (5) 

Реализация метода предусматривает выполнение двух этапов: 

1 этап прямой ход метода прогонки: вычисление коэффициентов niDE ii ,1,, =  

по формулам (5); 
2 этап обратный ход метода прогонки: построение решения системы (3) по формулам (4). 

Реализация решения задачи в СКМ Mathematica. 
26. Загрузить СКМ Mathematica: 

Сетевые приложения → Математика → Mathematica 
27. Сохранить файл с именем DUkr.nb. 

28. Решить краевую задачу и построить график её решения с помощью функции NDSOLVE[]. 

 

 
 

29. Сформировать численное решение дифференциального уравнения в СКМ Mathematica с 
помощью метода конечных разностей: 
1) Разработать функцию PROGONKA[], реализующую прямой и обратный ход метода 

прогонки: 
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2) Найти решение задачи с помощью процедуры PROGONKA[] для n = 8, 16, 32, 64, 128.  

 

 

3) Построить графики всех найденных решений на одном координатном поле. 
30. Последовательно сравнить графики, полученные с помощью процедуры PROGONKA[] с 

графиком решения, найденного по NDSOLVE[]. 

 

Реализация решения задачи в Excel. 
31. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

32. Сохранить файл (рабочую книгу) с именем DUkr.xls. 

33. Добавить листы в рабочую книгу и переименовать их (СЛУ_n_8, МПр_n_8, СЛУ_n_16, 
МПр_n_16), на каждом из которых выполняется соответствующий пункт задания: 

Для n = 8, 16 решить систему (3) 



О с н о в ы  к о м п ь ю т е р и з а ц и и  т е х н о л о г и й  в  с и с т е м а х  а в т о м а т и к и  

 34 

а) методом обратной матрицы 

 
б) методом прогонки 

 
34. Сравнить графически решения (на отдельном листе Графики), полученные различными 

методами при разных значениях n. 

Варианты: 

№ 
вар 

p(t) f(t) [a, b] αααα ββββ 

1 22)2cos(7.4 2 +−+− ttt  
8.1

)13sin(5
2 +

−+
t

tt
 [1; 8] 4 -3 

2 )13sin(2)3cos( −−⋅ tet  )13cos(512 −++ tt  [0; 4] 1 3 

3 ))cos(2ln(1.17.5 t++  )42sin(72 ttt −+  [-1; 5] -2 2 

4 )4.31sin(7.7 t−+  2.4222 −+− tt  [-1; 4] -2 2 

5 )1(5.3 21 +⋅⋅ − te t  32)1sin(7.2 2 +++−⋅ ttt  [1; 6] -2 3 

6 )4.23(cos54 2 +− t  te

tt
311

)1sin(4
−+

+⋅
 [1; 5] 4 -3 

7 
05.12

)sin()cos(1.25
2 +−

++
tt

tt
 tett −−+2  [-1; 4] 1 1 
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№ 
вар 

p(t) f(t) [a, b] αααα ββββ 

8 )7.4)2(sin()7.1ln( 2 +−⋅+ tt  
)2cos(1.3

14 2

t

tt

+
++

 [-1; 5] -1 -2 

9 )3sin(2 t−  )1(arctg72 2 ++− tt  [-1; 7] 0 3 

10 )cos(1.11.12 t++  )1sin(
32

8 2
2

2

+⋅
++

t
tt

t
 [1; 5] 1 3 

11 )sin(1.16 t+  )14cos(72 ++ tt  [1; 5] 1 -1 

12 )13sin(2 −⋅ te  )12sin(6
1

13
2

2

+⋅
++
+−

t
tt

tt
 [1; 10] 0.5 0 

13 1.1)1(sin234 +++− te t  )31(cos34.5 2 t−+  [1; 9] 1 -2 

14 )(sin16 2 t⋅  
12 +t

t
 [0; 2π] 0 1 

15 
)sin(9.34

1

t

t

+
+

 )3cos(12 2 tt +  [2; 7] 3 -1 

16 )7.32ln( 2 ++t  te t ⋅−+ − 8.42.7 31  [0; 6] -5 -2 

17 )6.1)((cos53 22 +⋅+− ttt  )3)ln(cos()1sin(4.8 2 +−+ tt  [2; 5] 1 -1 

18 1.4)3(sin3.8 2 −+⋅ t  
14.2

)3cos(
2 +

+
t

t
 [0; 8] 1 1 

19 2
2

1
5

t
t ++  )12cos(14)sin(3 2 ++ tt  [-1; 6] 2 3 

20 2.3)7.4cos( 2 ++− tt  
62

1
2

22

+−
−+

tt

tt
 [-3; 5] 2 -1 

 



О с н о в ы  к о м п ь ю т е р и з а ц и и  т е х н о л о г и й  в  с и с т е м а х  а в т о м а т и к и  

 36 

Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 6  

Т Е М А .  МЕТОД СЕТОК ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
(НА ПРИМЕРЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ). 

Цель занятия: изучить метод сеток для численного решения уравнений с частными 
производными на примере уравнения теплопроводности. 

Задание: 

Используя метод сеток, в соответствие с вариантом найти решение однородного уравнения 
теплопроводности 

,0,,a
2

2
2 ≥≤≤

∂
∂=

∂
∂

tbxa
x

u

t

u
 (1) 

сопровождаемого начальным по временной переменной t условием 
bxaxxu ≤≤ϕ= при)()0,(  

и краевыми условиями по пространственной переменной x 
.0при)(),(и)(),( ≥β=α= tttbuttau  

Порядок выполнения работы. 
Найти численное решение однородного уравнения теплопроводности 

,0,20,3
2

2

≥≤≤
∂
∂=

∂
∂

tx
x

u

t

u
 

с условиями ,20,
2

sin)0,( ≤≤






 π⋅= xxxxu  и .0),sin(),2(),1(),0( ≥=+= tttutttu  

Краткие теоретические сведения. 
Введем в области ),0[],[),( ∞+×= batxG  прямоугольную сетку с узлами ),( ji yx , где 

niihxi ,,1,0, K== , K,2,1,0, =τ= jjt j ; h – шаг по направлению x, τ – шаг по направлению t. 

Заменяя производные в (1) конечно-разностными приближенными соотношениями, от 
непрерывной задачи (1) переходят к конечно-разностной схеме, которая представляет собой 
систему линейных алгебраических уравнений. Для задачи теплопроводности возможны две 
различные схемы метода сеток. 
1. Первая разностная схема основана на шаблоне 

 

и имеет вид:  

;,2,1,0,1,1,)21( 11
1

K=−=λ+λ−+λ= −+
+ jniuuuu j

i
j

i
j

i
j

i  (2.1) 

;,0),(0 nixu ii =ϕ=  (2.2) 

.,2,1,0),(),(0 K=β=α= jtutu j
j

nj
j  (2.3) 

Здесь ),( ji
j

i txuu ≈  – приближенное значение функции решения ),( txu  в узле ),( ji , 

 
2

a
h

τ=λ . 

Разностная схема (2.1)-(2.3) – явная двухслойная схема: 

� значения на нулевом слое ,,0,0 niui =  находятся в соответствии с формулами (2.2); 
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� для вычислений значений ,1,1,1 −=+ niu j
i  на (j+1)-ом слое по формуле (2.1) необходимо 

знать значения ,,0, niu j
i =  на предыдущем j-ом слое, что позволяет находить внутренние 

значения (j+1)-го слоя непосредственно по формуле (2.1). 
� значения на краях (j+1)-го слоя – 1

0
+ju  и 1+j

nu  – находятся по формуле (2.3). 

Разностная схема (2.1)-(2.3) является условно устойчивой. Для обеспечения ее устойчивости 
должно выполняться условие 5.0≤λ . 
2. В основе второй разностной схемы лежит шаблон: 

 

Соответствующая разностная схема имеет вид: 

;,2,1,0,1,1,)21( 1
1

11
1 K==−==λ−λ++λ− +

+
++

− jjniuuuu j
i

j
i

j
i

j
i  (3.1) 

;,0),(0 nixu ii =ϕ=  (3.2) 

K,2,1,0),(),(0 =β=α= jtutu j
j
nj

j  (3.3) 

Принципиальное отличие схемы (3.1)-(3.3) от (2.1)-(2.3) в том, что она неявная. Хотя вычисления 
по-прежнему ведутся по слоям, на каждом новом слое необходимо решить систему уравнений 

).(),(

;1,1,)21(

1
1

1
1

0

1
1

11
1

+
+

+
+

+
+

++
−

β=α=

−==λ−λ++λ−

j
j

nj
j

j
i

j
i

j
i

j
i

tutu

niuuuu  (4) 

Запишем систему (4) в матричном виде 

byA = , (5) 

где 









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







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



λ−λ+λ−
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λ−λ+λ−
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1
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

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
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

























β

α

=

+

−

+

)(

)(

1

1

2

1

1

j

j
n

j

j
j

t

u

u

u

t

b
K

. 

Для решения системы (5) используют известные методы решения систем линейных 
алгебраических уравнений (в т.ч. метод прогонки, поскольку матрица A имеет трехдиагональную 
структуру). 
Разностная схема (3.1)-(3.3) абсолютно устойчива, т.е. она устойчива при любом соотношении 
шагов h и τ. 

Реализация решения задачи в СКМ Mathematica и в ЭТ Excel. 
35. Загрузить СКМ Mathematica: 

Сетевые приложения → Математика → Mathematica 
36. Сохранить файл с именем DU_ch_p.nb. 

37. Решить задачу в частных производных в области ]1,0[],[),( ×= batxG  и построить трехмерный 
график её решения с помощью функции NDSOLVE[]. 
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38. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

39. Сохранить файл (рабочую книгу) с именем DU_ch_p.xls. 

40. Добавить листы в рабочую книгу и переименовать их (МС_1, МС_2), на каждом из которых 
выполняется соответствующий пункт задания: 

41. Реализовать явную схему метода сеток (2.1)-(2.3) при n = 5. 

1) Исходя из условия устойчивости, подобрать шаг τ, если 
n

ab
h

−= . 

 
2) На рабочем листе МС_1 по формулам (2.1)-(2.3) сформировать решение в области 

]1,0[],[),( ×= batxG . 

 
3) Решение, полученное на последнем слое (при t = 1), перенести в систему 

СКМ Mathematica и сравнить графически с решением, полученным с помощью функции 
NDSOLVE[]. 

 

 
42. Повторить п. 7 для n = 10. 
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43. Реализовать неявную схему метода сеток (3.1)-(3.3) при n = 5 и заданном значении m. 
1) На рабочем листе МС_2 по формулам (3.1)-(3.3) сформировать решение в области 

]1,0[],[),( ×= batxG , если 
n

ab
h

−=  и 
m

1=τ . 

 
2) Решение, полученное на последнем слое (при t = 1), перенести в систему 

СКМ Mathematica и сравнить графически с решением, полученным с помощью функции 
NDSOLVE[]. 
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44. На одном координатном поле построить графики отклонений трех решений, найденных по 
методу сеток, от решения, полученного с помощью функции NDSOLVE[] при t = 1. 

 

Варианты: 

№ 
вар 

a2 [a, b] ϕϕϕϕ(x) αααα(t) ββββ(t) m 

1 3 [0; 4] 






 ⋅π⋅+ xx
8

sin)1(  






 ⋅π+ tt
2

cos  5+t  14 

2 2 [0; 0,75] 






 π⋅ xx
3

4
sin2  ttt 223 +−  )cos(tt ⋅  11 

3 1 [0; 3] xe−−2  1 )sin(2 3 tte ⋅+− −  12 

4 1,5 [0; 1,5] 






 ⋅π+ xx
3

2
cos  te 2−  







 π+
3

cos t  12 

5 1,75 [0; 2] x
x ⋅−

5

2
 







 ⋅π⋅ tt
2

cos  t  14 

6 1,5 [0; 3] 






 ⋅π⋅+
x

x

3

2
cos

2

1
 







 π+
6

sin t  te 22 −  11 

7 2 [0; 2] 






 ⋅π− x
8

tg2  22 +t  )cos(t  11 

8 3 [0; 2] 1 )cos(2 t−  
3

1
t+  10 

9 0,5 [0; 2,5] x+1  )1ln(1 +⋅+ tt  )cos(5,3 t⋅  10 

10 2,3 [0; 0,75] 0 t  )sin(3 t⋅  11 

11 2,75 [0; 1] 






 ⋅π⋅+
x

x

4
tg

2

3
 t

t +
2

2

 )cos(2 t⋅  11 
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№ 
вар 

a2 [a, b] ϕϕϕϕ(x) αααα(t) ββββ(t) m 

12 2,5 [0; 1,5] xe 24 −+  52 +− tt  )1(34 +−+ te  12 

13 2,25 [0; 3] 






 ⋅π+ x
x

6
sin

2
 

3

)1( −⋅ tt
 )1(

2

5 2 +⋅ t  11 

14 0,75 [0; 1] )sin(1 x⋅π+  12 ++ tt  
5

1
t−  12 

15 3,1 [0; 2,4] x  0 )cos(4,1 t+  10 

16 2,25 [0; 3] 






 ⋅π+ x
3

cos1  )(arctg2 t+  2t  14 

17 1 [0; 1,5] )2( xx −⋅  )sin(tt +  )cos(75,1 t−  12 

18 2,5 [0; 2] 






 ⋅π+ xx
4

3
sin

2

3 2  )1ln(2 +⋅ tt  te−⋅5  10 

19 1,5 [0; 1,25] )cos()25,1( xxx ⋅−⋅  t
t +
4

3

 0 14 

20 1,7 [0; 2] x
x ⋅+

5

12

 )sin(tt +  2+t  12 
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 7  

Т Е М А .  РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ (ЗЛП). 

I часть. Графический метод решения ЗЛП с двумя переменными. 

Цель занятия: изучение графического метода решения ЗЛП с двумя переменными, выработать 
умение использовать возможности систем Excel и Mathematica для решения ЗЛП. 

Задание: 

В соответствии с вариантом решить ЗЛП с двумя переменными 













≥≥
=≥≤+
=≥≤+
=≥≤+

→+=

.0;0

;},,{

;},,{

;},,{

,extr)(

21

3232131

2222121

1212111

2211

xx

bxaxa

bxaxa

bxaxa

xcxcxZ

 

• графическим методом (на максимум и на минимум); 
• используя инструмент Поиск решения в ЭТ Excel (на максимум); 
• используя функции Maximize (Minimize) и LinearProgramming системы Matematica (на 

максимум и на минимум). 

Порядок выполнения работы. 
Решить ЗЛП с двумя переменными: 













≥≥
−≥−

≤−
≥+

→+=

.0;0

;43

;92

;1043

2)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

extrxxxZ

 

Реализация решения задачи (выполняется письменно). 
1. Построение области допустимых решений (ОДР). 

(1) прямая 
1043 21 =+ xx  

5,2
4

10
104

104030

2

2

21

==

=
=+⋅⇒=

x

x

xx

 

3,3
3

10
103

100430

1

1

12

≈=

=
=⋅+⇒=

x

x

xx

 

точки: )5,2;0(  и )0;3,3(  

(2) прямая 
92 21 =− xx  

5,4
2

9
92

9020

1

1

12

==

=
=−⇒=

x

x

xx

 

5
2

10
102

9121

1

1

12

==

=
=−⇒=

x

x

xx

 

точки: )0;5,4(  и )1;5(  

(3) прямая 
43 21 −=− xx  

3,1
3

4
43

4300

2

2

21

≈
−
−=

−=−
−=−⇒=

x

x

xx

 

2
3

6
63

4322

2

2

21

=
−
−=

−=−
−=−⇒=

x

x

xx

 

точки: )3,1;0(  и )2;2(  

В силу условия 0;0 21 ≥≥ xx  рассматриваем только I координатный угол. 
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ОДР есть четырехугольник ABCD. 
2. Определим вектор 
наискорейшего возрастания 
целевой функции: 









=

1

2
)(xZgrad  

и построим линию уровня при 
0=Z  

02 21 =+ xx , 
перпендикулярно вектору 
градиента. 
3. Определение крайнего 
положения линии уровня 0ZZ =  

при решении задачи на 
максимум. 
Перемещая линию уровня в направлении вектора градиента, определяем крайнюю точку ОДР – 
точка C. Найдем её координаты: 









===

===
⇒





−=−
=−





⇒
.4,3

5

2
3

5

17

;2,6
5

1
6

5

31

;43

;92

)3(

)2(

2

1

21

21

x

x

xx

xx

прямая

прямая
 

Вычислим значение целевой функции в точке C: 
8,154,32,622)( 21max =+⋅=+== xxCZZ  

4. При решении задачи на минимум, перемещая линию уровня в направлении антиградиента, 
определяем крайнюю точку ОДР – точка B. Найдем её координаты и вычислим значение целевой 
функции в точке B: 

85,3
13

50

13

22

13

14
22)(

;69,1
13

22
;08,1

13

14
:

21min

21

≈=+⋅=+==

≈=≈=

xxBZZ

xxB
 

Реализация решения задачи в ЭТ Excel. 
45. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

46. Сохранить файл (рабочую книгу) с именем ZLP.xls. 

47. Переименовать лист в рабочей книге в ЗЛП_1. 

48. Выполнить решение задачи. 

1 шаг: сформировать таблицу, ввести значения и формулы 

 

0 1 2 3 4 5 6
x

y

1

2

3

4

( )1

( )3

( )2

A

B

C

D

Z=0 Z=Zmin

Z=Zmax
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2 шаг: задать данные в полях надстройки «Поиск решения» 

 
3 шаг: сформировать отчет по результатам 

 

Реализация решения задачи в СКМ Mathematica. 
49. Загрузить СКМ Mathematica: 

Сетевые приложения → Математика → Mathematica 
50. Сохранить файл с именем ZLP1.nb. 

51. Выполнить решение задачи. 

• на минимум (с помощью функции Minimize и LinearProgramming) 
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• на максимум (с помощью функции Maximize и LinearProgramming) 

 

 
52. Сравнить решения, полученные различными способами. 

Варианты: 

№ вар ЗЛП № вар ЗЛП 
1 













≥≥
≥+
≤−
≤+

→+=

.0;0

;2

;74

;92

extr34)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

11 













≥≥
≥+

−≥+−
≤+

→+−=

.0;0

;2

;5

;2443

extr24)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

2 













≥≥
≤+

−≥+−
≥−

→−=

.0;0

;14

;2

;23

extr)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

12 













≥≥
≤+
≤−

−≤+−
→+−=

.0;0

;12

;67

;22

extr)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

3 













≥≥
≥+

≥−
−≥+−

→−=

.0;0

;1234

;22

;3035

extr62)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

13 













≥≥
≤+

−≥−
≥+

→+=

.0;0

;82

;62

;3

extr52)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ
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№ вар ЗЛП № вар ЗЛП 
4 













≥≥
≤+
−≥−

≥+
→+=

.0;0

;174

;3

;1

extr4)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

14 













≥≥
≤+−

≤+
≥+

→+=

.0;0

;623

;204

;1243

extr64)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

5 













≥≥
≤+

≥−
≤−

→+=

.0;0

;252

;4

;72

extr2)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

15 













≥≥
≤+
≤+

≥+
→+=

.0;0

;32

;1525

;22

extr32)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

6 













≥≥
≤+

−≤−
≤+−

→+=

.0;0

;4

;1410

;22

extr83)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

16 













≥≥
≤+

≥+
−≥+−
→−=

.0;0

;4085

;22

;2052

extr2)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

7 













≥≥
≤−

−≤+−
≤−

→−=

.0;0

;35

;152

;732

extr83)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

17 













≥≥
−≥−

≤+
≥+

→−=

.0;0

;62

;102

;2

extr3)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

8 













≥≥
−≤+−

≤−
≤+

→+=

.0;0

;3

;42

;10

extr)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

18 













≥≥
≤+

≥+
−≥−

→+−=

.0;0

;5

;42

;1

extr2)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

9 













≥≥
≤−
≥+

−≥−
→+−=

.0;0

;6

;2

;22

extr23)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

19 













≥≥
≥+

−≥+−
≤+

→+=

.0;0

;1

;42

;1232

extr2)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

10 













≥≥
−≥−
≤+
≥+−

→+−=

.0;0

;53

;1523

;14

extr32)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ

 

20 













≥≥
≥+

≤+
−≥+−

→+−=

.0;0

;623

;102

;1243

extr34)(

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xxxZ
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 7  

Т Е М А .  РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ (ЗЛП). 

II часть. Симплекс-метод решения ЗЛП. 

Цель занятия: изучение табличного симплекс-метода решения ЗЛП в нормальной форме и 
отработка умения использования возможностей систем Excel и Mathematica для решения ЗЛП. 

Задание: 

В соответствии с вариантом решить ЗЛП  













≥≥≥
≤++
≤++
≤++

→++=

.0;0;0

;

;

;

,extr)(

321

3333232131

2323222121

1313212111

332211

xxx

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

xcxcxcxZ

 

• табличным симплекс-методом; 
• используя инструмент Поиск решения в ЭТ Excel; 
• используя функции Maximize (Minimize) и LinearProgramming системы Matematica. 

Порядок выполнения работы. 
Решить ЗЛП в нормальной форме: 













≥≥≥
≤++
≤++

≤++
→++=

.0;0;0

;1424

;11352

;1323

max34)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

Реализация решения задачи (выполняется письменно). 
Решение задачи симплекс-методом. 

• преобразуем полученную ЗЛП к каноническому виду и выразим базисные переменные в 
системе ограничений 

⇒













≥≥≥≥≥≥
=+++
=+++

=+++
→++=

;0;0;0;0;0;0

;1424

;11352

;1323

max34)(

654321

6321

5321

4321

321

xxxxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxZ













≥≥≥≥≥≥
−−−=
−−−=

−−−=
→++=

.0;0;0;0;0;0

;2414

;35211

;2313

max34)(

654321

3216

3215

3214

321

xxxxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxZ

 

• 1 таблица: план )14;11;13;0;0;0()1( =x  – не оптимален, Z(x(1)) = 0 

СП 
БП 1 

–x1 –x2 –x3 
x4= 13 3 1 2 
x5= 11 2 5 3 
x6= 14 1 4 2 
Z 0 –1 –4 –3 

разрешающий столбец: 4}3;4;1max{|}3||;4||;1max{| ==−−−=∆  

разрешающая строка: 
5
11

4
14

;
5
11

;
1

13
min =







=θ  
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• 2 таблица: план 






=
5
26

;0;
5
54

;0;
5
11

;0)2(x  – не оптимален, ( )
5
44)2( =xZ  

СП 
БП 2 

–x1 –x5 –x3 

x4= 
5
54

5
111

13 =⋅−  
5

13
5
12

3 =⋅−  
5
1−  

5
7

5
31

2 =⋅−  

x2= 
5
11

 
5
2

 
5
1

 
5
3

 

x6= 
5
26

5
411

14 =⋅−  
5
3

5
42

1 −=⋅−  
5
4−  

5
2

5
34

2 −=⋅−  

Z 
5
44

5
)4(11

0 =−⋅−  
5
3

5
)4(2

1 =−⋅−−  
5
4

 
5
3

5
)4(3

3 −=−⋅−−  

разрешающий столбец: 
5
3

5
3

max
5
3

max =






=







−=∆  

разрешающая строка: 
3
11

3
11

;
7
54

min
53
511

;
57
554

min =






=









=θ  

• 3 таблица: план 






=
3
20

;0;
3

17
;

3
11

;0;0)3(x  – оптимален, ( ) 11)3( =xZ  

СП 
БП 3 

–x1 –x5 –x2 

x4= 
3

17
53
5

7

5

11

5
54 =

⋅
−  

3
5

53
5

7

5

2

5
13 =

⋅
−  

3
2

53
5

7

5

1

5
1 −=

⋅
−−  3

7
53
57 −=−  

x3= 
3
11

53
511 =  

3
2

53
52 =  

3
1

53
51 =  

3
5

53
1 =  

x6= 
3
20

53
5

2

5

11

5
26 =








−⋅
−  

3
1

53
5
2

5
2

5
3 −=








−⋅
−−  

3
2

53
5
2

5
1

5
4 −=








−⋅
−−  3

2
53
52 −=−  

Z 11
53

5

3

5

11

5
44 =








−⋅
−  1

53
5

3

5

2

5
3 =








−⋅
−  1

53
5

3

5

1

5
4 =








−⋅
−  

1
53
53 =−−  

Ответ: ( ) 11;
3
11

;0;0 0
max

0
3

0
2

0
1 ==== xZxxx . 

Реализация решения задачи в ЭТ Excel. 
53. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

54. Открыть файл (рабочую книгу) с именем ZLP.xls. 

55. Переименовать лист в рабочей книге в ЗЛП_2. 

56. Выполнить решение задачи, используя инструмент Поиск решения, с формированием отчета 
по результатам. 

Реализация решения задачи в СКМ Mathematica. 
57. Загрузить СКМ Mathematica: 

Сетевые приложения → Математика → Mathematica 
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58. Сохранить файл с именем ZLP2.nb. 

59. Выполнить решение задачи, используя функции Maximize (Minimize) и LinearProgramming. 

60. Сравнить решения, полученные различными способами. 

Варианты: 

№ вар ЗЛП № вар ЗЛП 
1 













≥≥≥
≤++−
≤−+
≤++

→++=

.0;0;0

;402

;102

;70

max532)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

11 













≥≥≥
≤++−
≤−+
≤++

→−+−=

.0;0;0

;402

;502

;602

min42)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

2 













≥≥≥
≤++−
≤−
≤++

→−+=

.0;0;0

;402

;102

;30

max42)(

321

321

21

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

12 













≥≥≥
≤++
≤−
≤−+

→+−−=

.0;0;0

;60

;30

;302

min42)(

321

321

21

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

3 













≥≥≥
≤++−
≤−
≤++

→−+=

.0;0;0

;402

;502

;30

max45)(

321

321

31

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

13 













≥≥≥
≤++−
≤+−
≤++

→+−=

.0;0;0

;402

;60

;502

max423)(

321

321

32

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

4 













≥≥≥
≤−+
≤+−
≤++

→−+=

.0;0;0

;402

;402

;302

max43)(

321

321

21

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

14 













≥≥≥
≤++−
≤++−
≤++

→−+−=

.0;0;0

;302

;202

;502

min62)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

5 













≥≥≥
≤−+−
≤+−
≤++

→+−−=

.0;0;0

;502

;202

;302

min32)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

15 













≥≥≥
≤++−
≤++
≤+

→−−−=

.0;0;0

;602

;10022

;70

min42)(

321

321

321

32

321

xxx

xxx

xxx

xx

xxxxZ

 

6 













≥≥≥
≤++−
≤−
≤++

→+−=

.0;0;0

;202

;702

;40

max37)(

321

321

31

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

16 













≥≥≥
≤+−
≤+−−
≤++

→−−=

.0;0;0

;302

;502

;802

min62)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ
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№ вар ЗЛП № вар ЗЛП 
7 













≥≥≥
≤+−
≤−
≤++

→+−=

.0;0;0

;202

;702

;40

max32)(

321

321

31

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

17 













≥≥≥
≤+
≤−+
≤++

→−+−=

.0;0;0

;30

;402

;502

min324)(

321

31

321

321

321

xxx

xx

xxx

xxx

xxxxZ

 

8 













≥≥≥
≤++−
≤+−
≤++

→++−=

.0;0;0

;402

;102

;902

max4)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

18 













≥≥≥
≤+−−
≤++
≤++

→−+−=

.0;0;0

;402

;502

;602

min342)(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxxxZ

 

9 













≥≥≥
≤++−
≤+−
≤+−

→−+=

.0;0;0

;402

;60

;502

max426)(

321

321

32

321

321

xxx

xxx

xx

xxx

xxxxZ

 

19 













≥≥≥
≤+−
≤+
≤−

→−−−=

.0;0;0

;402

;502

;30

min45)(

321

321

21

32

321

xxx

xxx

xx

xx

xxxxZ

 

10 













≥≥≥
≤−
≤+−
≤++

→+−=

.0;0;0

;402

;50

;30

max223)(

321

31

321

321

321

xxx

xx

xxx

xxx

xxxxZ

 

20 













≥≥≥
≤++−
≤−
≤−

→−+−=

.0;0;0

;602

;502

;70

min542)(

321

321

31

32

321

xxx

xxx

xx

xx

xxxxZ
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 7  

Т Е М А .  РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ (ЗЛП). 

III часть. Двухфазный симплекс-метод решения ЗЛП. 

Цель занятия: изучение двухфазного табличного симплекс-метода решения ЗЛП и отработка 
умения использования возможностей систем Excel и Mathematica для решения ЗЛП. 

Задание: 

В соответствии с вариантом решить ЗЛП  









≥≥≥≥
=+++

=+++
→+++=

.0;0;0;0

;

;

,extr)(

4321

2424323222121

1414313212111

44332211

xxxx

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

xcxcxcxcxZ

 

• табличным двухфазным симплекс-методом; 
• используя инструмент Поиск решения в ЭТ Excel; 
• используя функции Maximize (Minimize) и LinearProgramming системы Matematica. 

Порядок выполнения работы. 
Решить ЗЛП в нормальной форме: 









≥≥≥≥
=+++−
=+−

→++−=

.0;0;0;0

;1022

;202

,max542)(

4321

4321

321

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ

 

Реализация решения задачи (выполняется письменно). 
Решение задачи симплекс-методом. 

• данная ЗЛП представлена в каноническом виде. Однако первое равенство основной системы 
ограничений дано в непредпочтительном виде, поэтому введем искусственную переменную 

1w . При этом второе равенство основной системы ограничений содержит предпочтительную 

переменную 4x . 









≥≥≥≥≥
=+++−
=++−
→++−=

.0;0;0;0;0

;1022

;202

,max542)(

14321

4321

1321

4321

wxxxx

xxxx

wxxx

xxxxxZ

 

• cформируем вспомогательную задачу – задачу первой фазы и преобразуем её к симплексной 
форме: 

⇒








≥≥≥≥≥
=+++−
=++−

→=

.0;0;0;0;0

;1022

;202

,min)~(

14321

4321

1321

1

wxxxx

xxxx

wxxx

wxZ

⇒








≥≥≥≥≥
−−+=
−+−=

→=

.0;0;0;0;0

;2210

;220

,min)~(

14321

3214

3211

1

wxxxx

xxxx

xxxw

wxZ

 









≥≥≥≥≥
−−+=
−+−=

→+−−=

.0;0;0;0;0

;2210

;220

,min220)~(

14321

3214

3211

321

wxxxx

xxxx

xxxw

xxxxZ
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• 1 таблица: план )20;10;0;0;0(~ )1( =x  – не оптимален, 20)~( )1( =xZ  

СП 
БП 1 

–x1 –x2 –x3 
w1= 20 2 1 –1 
x4= 10 –1 2 2 
Z 20 2 –1 1 

разрешающий столбец: 2}1;2max{ ==∆  

разрешающая строка: 10
2

20
min =







=θ  

• 2 таблица: план ( )0;20;0;0;10~ )2( =x  – оптимален, ( ) 0~ )2( =xZ  

СП 
БП 2 

–x2 –x3 

x1= 10
2
20 =  

2
1

2
1 −=−

 
2
1

 

x4= 20
2

)1(20
10 =−⋅−  

2
3

2
)1()1(

2 =−⋅−−  
2
5

2
1)1(

2 =⋅−−  

Z 0
2

220
20 =⋅−  0

2
)1(2

1 =−⋅−−  0
2
12

1 =⋅−  

• cформируем задачу второй фазы и преобразуем её к симплексной форме: 

⇒














≥≥≥≥

−−=

−+=

→++−=

.0;0;0;0

;
2

5

2

3
20

;
2

1

2

1
10

,max542)(

4321

324

321

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxxxZ














≥≥≥≥

−−=

−+=

→+−=

.0;0;0;0

;
2
5

2
3

20

;
2

1

2

1
10

,max
2
3

2
9

40)(

4321

324

321

32

xxxx

xxx

xxx

xxxZ

 

• 1 таблица: план ( )20;0;0;10)1( =x  – не оптимален, ( ) 40)1( =xZ  

СП 
БП 1 

–x2 –x3 

x1= 10 
2
1−  

2
1

 

x4= 20 
2
3

 
2
5

 

Z 40 
2
9

 
2
3−  

 

разрешающий столбец: 
2
3

2
3

max
2
3

max =






=







−=∆  

разрешающая строка: { } 88;20min
25

20
;

21

10
min ==









=θ  
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• 2 таблица: план ( )20;0;0;10)1( =x  – не оптимален, ( ) 40)1( =xZ  

СП 
БП 2 

–x2 –x3 

x1= 10 
2
1−  

2
1

 

x4= 20 
2
3

 
2
5

 

Z 40 
2
9

 
2
3−  

 

Ответ: ( ) 11;
3
11

;0;0 0
max

0
3

0
2

0
1 ==== xZxxx . 

Реализация решения задачи в ЭТ Excel. 
61. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

62. Открыть файл (рабочую книгу) с именем ZLP.xls. 

63. Переименовать лист в рабочей книге в ЗЛП_3. 

64. Выполнить решение задачи, используя инструмент Поиск решения, с формированием отчета 
по результатам. 

Реализация решения задачи в СКМ Mathematica. 
65. Загрузить СКМ Mathematica: 

Сетевые приложения → Математика → Mathematica 
66. Сохранить файл с именем ZLP3.nb. 

67. Выполнить решение задачи, используя функции Maximize (Minimize) и LinearProgramming. 

68. Сравнить решения, полученные различными способами. 

Варианты: 

№ вар ЗЛП № вар ЗЛП 
1 









≥≥≥≥
=+−
=+++

→++−=

.0;0;0;0

;702

;402

max327)(

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

11 









≥≥≥≥
=−+
=+++

→+−+−=

.0;0;0;0

;202

;302

min23)(

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

2 









≥≥≥≥
=+−+
=++

→++−=

.0;0;0;0

;702

;402

max232)(

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ

 

12 









≥≥≥≥
=++
=+++

→++−−=

.0;0;0;0

;303

;502

min324)(

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

3 









≥≥≥≥
=+−
=+++

→++−=

.0;0;0;0

;4032

;60

max7223)(

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

13 









≥≥≥≥
=++−
=++

→+−−−=

.0;0;0;0

;502

;702

min2842)(

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ
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№ вар ЗЛП № вар ЗЛП 
4 









≥≥≥≥
=+−
=+++

→+−+=

.0;0;0;0

;1022

;302

max43)(

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

14 









≥≥≥≥
=+−
=+++

→+−−−=

.0;0;0;0

;3022

;302

min42)(

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

5 









≥≥≥≥
=+−+
=++

→+++=

.0;0;0;0

;102

;702

max32)(

4321

4321

321

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ

 

15 









≥≥≥≥
=+−−
=+++

→+−−−=

.0;0;0;0

;2022

;802

min62)(

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

6 









≥≥≥≥
=+++−
=++

→+−+=

.0;0;0;0

;402

;502

max423)(

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ

 

16 









≥≥≥≥
=++−
=+++

→−+−=

.0;0;0;0

;302

;8022

min242)(

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

7 









≥≥≥≥
=++−
=++

→−+−−=

.0;0;0;0

;402

;502

min23)(

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ

 

17 









≥≥≥≥
=++−
=+−+

→+++=

.0;0;0;0

;602

;5022

max24)(

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

8 









≥≥≥≥
=+−−
=++

→−−+−=

.0;0;0;0

;202

;602

min342)(

4321

4321

321

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxxxZ

 

18 









≥≥≥≥
=++−
=+++

→+−+−=

.0;0;0;0

;402

;3022

max542)(

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxxxZ

 

9 









≥≥≥≥
=+−
=+++

→+−+=

.0;0;0;0

;502
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max34)(
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xxxxxZ
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
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

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
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Л А Б О Р А Т О Р Н А Я  Р А Б О Т А  № 8  

Т Е М А .  РЕШЕНИЕ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ. 
Цель занятия: изучение метода потенциалов решения транспортной задачи и отработка умения 
использования возможностей систем Excel для решения транспортных задач в форме ЗЛП. 

Задание: 

Постановка задачи: 
В m = 3 пунктах отправления A1, A2 и A3 сосредоточен однородный груз в количествах 
соответственно a1, a2 и a3 единиц. Имеющийся груз необходимо доставить n = 3 потребителям 
B1, B2 и B3, спрос которых выражается величинами b1, b2 и b3 единиц. Известна стоимость cij 
перевозки единицы груза из i-го (i = 1, 2, 3) пункта отправления в j-й (j = 1, 2, 3) пункт 
назначения. Требуется составить план перевозок, который полностью удовлетворяет спрос 
потребителей в грузе, и при этом суммарные транспортные издержки минимизируются. 

Параметры задачи могут быть представлены в табличном форме в соответствии с вариантом: 

B1 B2 B3  
b1 b2 b3 

A1 a1 c11 c12 c13 
A2 a2 c21 c22 c23 
A3 a3 c31 c32 c33 

Найти решение задачи в табличной форме 

• методом потенциалов, построив начальный базисный план 
a. по правилу северо-западного угла 

или 
b. по правилу минимального элемента; 

• используя инструмент Поиск решения в ЭТ Excel. 

Порядок выполнения работы. 
Решить транспортную задачу, представленную в табличной форме: 

B1 B2 B3  
30 50 60 

A1 40 5 8 7 
A2 80 9 2 3 
A3 20 4 3 5 

Реализация решения задачи (выполняется письменно). 
Анализ транспортной задачи: 

поставщики: общий запас: 40 + 80 + 20 = 140 
потребители: общий спрос: 30 + 50 + 60 = 140 

Поскольку общий запас равен общему спросу, то рассматриваемая модель транспортной задачи 
является закрытой моделью. 
Замечание: 

Модель транспортной задачи называют закрытой, если суммарный объем груза, имеющегося у 
поставщиков, равен суммарному спросу потребителей, т.е. выполняется равенство 

∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11

. 

Модель транспортной задачи называют открытой, если выполняется одно из условий: 

∑∑
==

<
n

j
j

m

i
i ba

11

 или ∑∑
==

>
n

j
j

m

i
i ba

11

. 
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Для разрешимости транспортной задачи с открытой моделью необходимо преобразовывать ее в 
закрытую, путем ввода 

в первом случае фиктивного поставщика Am+1, где njcaba jm

m

i
i

n

j
jm ,1,0; ,1

11
1 ==−= +

==
+ ∑∑ ; 

во втором случае фиктивного потребителя Bn+1, где micbab ni

n

j
j

m

i
in ,1,0; 1,

11
1 ==−= +

==
+ ∑∑ . 

Построение начального плана1: 

a. по правилу северо-западного угла 

B1 B2 B3  
30 50 60 

5  8  7  
A1 40 

 30  10   
9  2  3  

A2 80 
   40  40 
4  3  5  

A3 20 
     20  

Порядок построения: 

20}4060,20min{

40}60,4080min{

40}1050,80min{

10}50,3040min{

30}30,40min{

33

23

22

12

11

=−=
=−=
=−=
=−=

==

x

x

x

x

x

 

Затраты: 
530205403402108305 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅  

b. по правилу минимального элемента 

B1 B2 B3  
30 50 60 

5  8  7  
A1 40 

 10    30 
9  2  3  

A2 80 
   50  30 
4  3  5  

A3 20 
 20      

Порядок построения: 

30}3060,1040min{

7}7min{

10}2030,40min{

5}7,5min{

20}20,30min{

4}5,4,7,5min{

30}60,5080min{

3}5,4,3,9,7,5min{

50}50,80min{

2}5,3,4,3,2,9,7,8,5min{

13

11

31

23

22

=−−=⇒
⇒=

=−=⇒
⇒=

==⇒
⇒=

=−=⇒

⇒=
==⇒

⇒=

x

x

x

x

x

 

Затраты: 
530204303502307105 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅  

Реализация метода потенциалов для определения оптимального плана2: 
Проверим начальный план на оптимальность: 

B1 B2 B3  
30 50 60 

u 

5  8  7 -2 
A1 40 

 30 – 10 +  
0 

9 10 2  3  
A2 80 

  + 40 – 40 
-6 

4 3 3 -1 5  
A3 20 

     20 
-4 

v 5 8 9   

Найдем потенциалы: 

45

93

62

88

55

0

333

332

222

221

111

1

−=⇒=+
=⇒=+

−=⇒=+
=⇒=+
=⇒=+

=

uvu

vvu

uvu

vvu

vvu

u

 

                                                 
1 Построение приведено на лекции. 
2 В качестве начального плана выбран план, построенный по правилу северно-западного угла. Решение с начальным 
планом, построенным по правилу минимального элемента, рассмотрено на лекции. 
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Определим оценки для свободных клеток: 

010)56(9)(

02)90(7)(

122121

311313

>=+−−=+−=∆
<−=+−=+−=∆

vuc

vuc
 

01)84(3)(

03)54(4)(

233232

133131

<−=+−−=+−=∆
>=+−−=+−=∆

vuc

vuc
 

Поскольку существуют свободные клетки с отрицательными оценками, то построенный план 
перевозок – не оптимальный.  

Перейдем к нехудшему плану перевозок. Перспективными являются клетки (1; 3) и (3; 2). 
Наиболее потенциальной является клетка (1; 3). Строим для этой клетки цикл (по таблице):  

)3;1()2;1()2;2()3;2()3;1( ⇒⇒⇒⇒
−+−+  

Наибольшее количество груза в вершинах с отрицательным знаком: 10}10,40min{ ==λ . В 

результате смещения λ по циклу получаем новый план перевозок: 

B1 B2 B3  
30 50 60 

u 

5  8 2 7  
A1 40 

 30    10 
0 

9 8 2  3  
A2 80 

  – 50 + 30 
-4 

4 1 3 -1 5  
A3 20 

  +  – 20 
-2 

v 5 6 7   

Затраты: 

510205

303502107305

=⋅+
+⋅+⋅+⋅+⋅

 

Найдем потенциалы: 

25

62

43

77

55

0

333

222

232

331

111

1

−=⇒=+
=⇒=+

−=⇒=+
=⇒=+
=⇒=+

=

uvu

vvu

uvu

vvu

vvu

u

 

Определим оценки для свободных клеток: 

08)54(9)(

02)60(8)(

122121

211212

>=+−−=+−=∆
>=+−=+−=∆

vuc

vuc
 

01)62(3)(

01)52(4)(

233232

133131

<−=+−−=+−=∆
>=+−−=+−=∆

vuc

vuc
 

Поскольку существуют свободные клетки с отрицательными оценками, то построенный план 
перевозок – не оптимальный.  

Перейдем к нехудшему плану перевозок. Перспективной является клетка (3; 2). Строим для 
этой клетки цикл (по таблице):  

)2;3()3;3()3;2()2;2()2;3( ⇒⇒⇒⇒
−+−+  

Наибольшее количество груза в вершинах с отрицательным знаком: 20}20,50min{ ==λ . В 

результате смещения λ по циклу получаем новый план перевозок: 

B1 B2 B3  
30 50 60 

u 

5  8 2 7  
A1 40 

 30    10 
0 

9 8 2  3  
A2 80 

   30  50 
-4 

4 2 3  5 1 
A3 20 

   20   
-3 

v 5 6 7   

Затраты: 

490203

503302107305

=⋅+
+⋅+⋅+⋅+⋅

 

Найдем потенциалы: 

33

62

43

77

55

0

323

222

232

331

111

1

−=⇒=+
=⇒=+

−=⇒=+
=⇒=+
=⇒=+

=

uvu

vvu

uvu

vvu

vvu

u
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Определим оценки для свободных клеток: 

08)54(9)(

02)60(8)(

122121

211212

>=+−−=+−=∆
>=+−=+−=∆

vuc

vuc
 

01)73(5)(

02)53(4)(

333333

133131

>=+−−=+−=∆
>=+−−=+−=∆

vuc

vuc
 

Поскольку отсутствуют свободные клетки с отрицательными оценками, то построенный план 
перевозок – оптимальный.  

Ответ: ( ) 490;

0200

50300

10030
0

min
0 =

















= XZX . 

Реализация решения задачи в ЭТ Excel. 
69. Загрузить ЭТ Excel (через пункт меню Пуск или панель быстрого запуска). 

70. Открыть файл (рабочую книгу) с именем ZLP.xls. 

71. Переименовать лист в рабочей книге в ТЗ. 

72. Выполнить решение задачи, используя инструмент Поиск решения, с формированием отчета 
по результатам. 

1 шаг: сформировать таблицу, ввести значения и формулы 

 
2 шаг: задать данные в полях надстройки «Поиск решения» 
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3 шаг: сформировать ответ и отчет по результатам 

 
 

 
Варианты: 

Параметры транспортной задачи 
№ вар 

a1 a2 a3 b1 b2 b3 c11 c12 c13 c21 c22 c23 c31 c32 c33 
1 68 61 66 53 74 88 1 4 3 8 5 7 4 3 2 

2 58 73 65 72 31 58 5 4 3 4 2 7 8 3 5 

3 41 59 80 36 60 55 5 3 5 9 7 4 4 8 3 

4 81 62 52 55 42 45 6 2 4 7 3 2 5 4 8 

5 48 51 72 79 81 48 7 4 9 1 2 5 5 3 4 

6 87 74 46 81 91 99 2 9 4 9 5 7 3 4 3 

7 71 86 83 38 55 58 2 3 5 6 2 8 5 4 1 

8 78 77 46 88 92 61 2 4 7 8 3 6 1 5 4 

9 65 66 57 93 73 97 7 6 9 6 3 4 5 1 6 

10 77 93 39 56 47 71 2 4 5 6 3 9 3 7 5 

11 62 32 96 79 78 81 2 3 4 6 2 8 4 5 7 

12 33 64 79 54 46 47 4 3 2 9 1 6 5 4 3 

13 81 50 35 43 42 46 5 6 8 7 3 4 1 5 6 

14 34 82 96 76 42 40 7 2 3 4 8 5 5 3 4 

15 53 54 90 89 79 65 3 1 7 2 5 4 4 3 5 

16 58 41 35 45 63 77 1 5 8 2 7 6 5 4 3 
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Параметры транспортной задачи 
№ вар 

a1 a2 a3 b1 b2 b3 c11 c12 c13 c21 c22 c23 c31 c32 c33 
17 73 38 90 55 37 80 2 5 3 8 4 7 3 6 9 

18 84 93 37 66 87 92 3 7 4 2 5 1 6 9 8 

19 77 81 88 68 53 97 1 6 5 2 3 4 7 2 6 

20 93 46 64 80 76 73 2 9 7 3 5 8 7 4 3 
 


